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Abstrak
Kriteria regresi penalized spline terdiri atas dua fungsi yaitu fungsi goodness of fit
yang memuat titik knot dan fungsi penalti yang memuat parameter penghalus.
Peranan parameter penghalus akan mengontrol terbentuknya kurva smooth
mendekati bentuk kurva populasi. Parameter penghalus optimal dipilih berdasarkan
nilai GCV minimum.

Kata Kunci: data longitudinal, GCV, kurva smooth, parameter penghalus, regresi
penalized spline

1. Pendahuluan

Regresi nonparametric digunakan ketika pola data tidak mengikuti suatu pola
parametrik. Salah satu estimator yang digunakan dalam regresi nonparametric adalah
spline. Spline merupakan fungsi polynomial yang tersegmen kontinu yang diasumsikan
smooth. Spline telah dikembangkan oleh banyak peneliti, diantaranya spline truncated
olen Soo (1996), spline terbobot oleh Budiantara (1997), spline smoothing oleh
Fernandez (2014). Terdapat estimator spline yang lain yaitu penalized spline yang mulai
dikembangkan oleh Ruppert (2000) dan Monotoya (2014) namun perkembangannya
masih sebatas pada data cross section. Penelitian ini mengkaji penggunaan estimator
penalized spline pada data longitudinal dalam menghasilkan kurva smooth. Estimator
penalized spline merupakan estimator spline yang melibatkan titik knot dan parameter
penghalus secara simultan dalam mengestimasi kurva smooth. Titik knot termuat dalam
fungsi goodness of fit dan parameter penghalus termuat dalam fungsi penalti. Hal ini
yang menyebabkan estimator penalized spline unggul dibandingkan estimator spline
yang lain dalam estimasi kurva smooth. Selain menghasilkan kurva smooth juga
interpretasi data dapat dilakukan melalui titik knot yang menunjukkan pola perubahan
yang terjadi pada interval tertentu.

Makalah ini akan menunjukkan kemampuan regresi penalized spline dalam
menghasilkan kurva smooth yang mendekati kurva populasi pada data longitudinal.
Studi simulasi akan dilakukan untuk menunjukkan kebaikan estimator penalized spline
dalam fungsi polynomial dan fungsi trigonometri. Pemilihan model optimal dilakukan
berdasarkan dari nilai GCV minimum.

2. Estimasi Kurva Regresi Nonparametrik dengan Penalized
Spline pada Data Longitudinal

Spline merupakan fungsi potongan polinomial orde g dengan titik bersama dari
potongan-potongan tersebut disebut titik knot. Eubank (1999) dan Budiantara (2006)
menjelaskan bahwa titik knot merupakan perpaduan dua kurva yang menunjukkan pola
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perubahan perilaku kurva pada selang yang berbeda. Jika f (t,) dalam persamaan (2.1)
dinyatakan sebagai fungsi spline orde q dengan knot pada K,,K,,...,K, yaitu:

f(ti):iﬂuti“ +iﬂq+v(ti -K,)Li=12,...,n, (2.3)

maka f(ti) disebut sebagai fungsi regresi nonparametrik spline, dengan

Bos Bir- s Bys Bras Byaar- -+ By.o @dalah parameter regresi, dan (t —K,){ adalah elemen
truncated yang akan memenuhi persamaan berikut:
K.Y = {(ti —K)' (6 -K)=0

0 ,(t—-K,)<0
Persamaan (2.4) mengandung arti bahwa jika t bernilai sama atau lebih besar dari K
maka elemen truncated akan bernilai (t, —K,)?, dan jika t bernilai kurang dari K maka

elemen truncated akan bernilai nol. Estimasi fungsi regresi nonparametrik spline dapat
menggunakan estimator spline truncated melalui kriteria goodness of fit dari persamaan
(2.1), yaitu:

& zzn:(yi —f (ti))2 , (2.5)

i=1

(2.4)

dengan f (t;) adalah fungsi spline seperti pada persamaan (2.3).

Estimator penalized spline terbentuk dari fungsi spline truncated dalam kriteria
Penalized Least Square (PLS), sehingga estimator penalized spline menggunakan titik
knot dan parameter penghalus secara bersamaan dalam mengestimasi fungsi regresi
nonparametrik. Fungsi truncated dengan orde g yang berdasarkan pada titik knot

a<K, <...<K, <b, dinyatakan oleh f (t,) seperti pada persamaan (2.3). f(t;) dapat
dinyatakan dalam bentuk matriks yaitu:

foxp. (2.8)
e
1t ..t (t-K,) ... (tl—Kd)i_ ﬂ.l
q g )
dengan X=% Lo t? (t2_:Kl)+ N (tz_.Kd)+ Jdan f=| B, |.
) ﬂ+1
1 (oK) (oK) :
_ﬂq+d_

Estimator penalized spline melalui kriteria PLS yang terbentuk dari fungsi
truncated adalah sebagai berikut:

PLS = {2‘1:(yi —f(t)) +AY ﬁ(zqw)}. (2.9)

i=1
Persamaan (2.9) dapat pula dinyatakan sebagai berikut:

PLS=(y-Xp) (y-X8)+4"Dp. (2.10)
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dengan A adalah parameter penghalus, v adalah banyaknya titik knot (v:l, 2,...,d),
dan g adalah orde spline, B adalah vektor parameter regresi, dan D adalah matriks

diagonal yang berisi 0 sebanyak gq+1, dan 1 sebanyak titik knot, atau D = diag(Qq+l,1u)

(Ruppert, 2000; Montoya et al., 2014).
Estimasi parameter S diperoleh dengan menurunkan PLS dalam persamaan

(2.10) terhadap B yaitu:

oPLS

@ =0

& -2X"y+2X" X3 +2ADB =0

S XTX§+ﬁDg=XTy

=N (X'X+D)s=X"y
Selanjutnya diperoleh:

B=(X"X+aD) Xy. (2.11)
Berdasarkan persamaan (2.11), estimasi fungsi regresi penalized spline dinyatakan:

f(t)=XB=X(X"X+2D) Xy , (2.12)

dengan A adalah parameter penghalus, dan D = diag(0,.,.1, )

3. Studi Simulasi

Simulasi dilakukan pada fungsi polinomial dan fungsi trigonometri. Studi simulasi pada
fungsi polinomial yang dipilih adalah fungsi kuadrat yaitu:
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2.1. Aturan Lain (14pt)

Untuk penulisan gambar dapat mengikuti contoh seperti berikut ini!
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Gambar 1. Dinamika k.

Untuk penulisan tabel dapat mengikuti contoh seperti berikut ini :

Tabel 1. Judul tabel.
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